REPRESENTATIONS DE DIMENSION FINIE DE L'ALGEBRE 
DE CHEREDNIK RATIONNELLE 



CHARLOTTE DEZELEE 



Resume. On donne une condition necessaire et sufBsante pour I'existence de 
modules de dimension finie sur I'algebre de Cherednik rationnelle associee a 
un systeme de racines. 



1. Introduction et notations 

Soit Or un R-espace vectoriel de dimension £ > 1, i? C un systeme de racines 
reduit, W le groupe de Weyl correspondant et a = C(g)ROR. On notera Tq la reflexion 
associee a la racine a et € a la coracine de a. On fixe une fonction de multiplicite 
k : R ^ <C sur I'ensemble des racines, done k^(a) = pour tous a G i?, w g W. 

Soit V = S{a*) = ©„>o^n, ou Vn = S'"(a*), I'algebre symetrique de a*. On 
pose V+ = ©„>i7^„. Un element f &V peut etre identifie a la multiplication par / 
dans Endc(7^) et Ton fait operer W de fagon naturelle sur V. Si dy est le champ de 
vecteurs associe ay G a on definit alors I'operateur de Dunkl Ty = Ty{k) e Endc(7^) 
par 

Ty{k) = dy + lYl ^"^(1 ~r^)^dv+ E ^"^(^ " 

aeR aeR+ 

OU i?+ C R est un systeme de racines positives. On salt que T : y ^ Ty s'etend 
en un isomorphisme d'algebres de ^(a) sur S — S{k) — C\Ty : y e a] (cf., par 
exemple, [5, Theorem 2.12]). On posera 5„ = T{S"'{a)), de sorte que 5 = C © S+ 
avec S+ = ®„>i5„. 

L'algebre de Cherednik rationnelle (cf. [6]), notee 1-L{k) ou est la sous-algebre 
de Endc('P) engendree par les if G a; G a* et les T^, y S a. Ces generateurs sont 
lies par les relations suivantes : 

1. [Ty,x\ = {y,x) + ^J2aeR'^a{y,a){a'^,x)ra ; 

2. wxw~^ = w{x) ; 

3. wTyW^^ = T^{y)- 

Rappelons [6, Corollary 4.4] que H verifie un theoreme de Poincare-Birkhoff-Witt 
(PBW). En effet, si Ton pose pour tout n S Z 

Tin = ® j-i=n,weW^^i^'^J = ® j -i=n,weW^'^J''^^i ^ 

on a alors 

^ = ®nez^« ^V(E)CW(E)S = S(E)CW(E)r. 
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II results de [1, Theorem 2.2] que pour des valeurs generiques de la fonction 
fc, I'algebre li.{k) ne possede pas de representation de dimension finie. L'objet de 
ce travail est de chercher des conditions necessaires et sufRsantes pour qu'il existe 
des H-modules de dimension finie et de determiner certaines de leurs proprietes. 
Les principaux resultats obtenus sont les suivants. Dans la section 4 on montre 
(Theoreme 4.1) que tout 7i(fc)-module irrcductiblc dc dimension finie est isomorphc 
a I'unique quotient simple d'un module de Verma generalise (cf. [5]) ; on en deduit a 
la section 5 une caracterisation des multipHcites k pour lesquelles des H(A;)-modules 
de dimension finie existent et une description de ces derniers (Theoreme 5.4, Remar- 
que 5.5 et Proposition 5.6). La section 6 est consacree a des exemples, notamment 
le cas d'un groupe de Weyl en rang 2 y est (presque) completement traite. 

2. Proprietes de H 

On definit [2, p. 144] une forme bilineaire symetriquc definie positive W-'mva- 
riante sur (que Ton etend a a*) en posant B*{x,z) = X^^g^ (o:^, z). On 

pent alors identifier a* a via x i— > B{x), ou B{x) est caracterise par B*{x,z) = 
{B{x),z). Ainsi B est un isomorphisme VT-lineaire et Ton a : B{a) = -^-^^a^, 
{B{x),B~^{y)) = {y,x), pour tons a G i? et {x,y) G o* x a. On en deduit que : 

^ ka{y,a){a'^,x)ra = ^ ka{B{x),a){a^ ,B~'^{y))ra. 

aeR aeR 

En utilisant cette relation on montre que I'on pent definir un anti-automorphisme 
involutif a de H par : 

(r{x) = Tsi^^), a{Ty) = B-\y), a{w) = w-\ 

pour tous X G a*,y G a,w G W. On pent aussi definir un automorphisme ^ de H 
(d'ordre 4) en posant : 

0(x) = -Tb(,), cj){Ty) = B'\y), (/)(«;) = w. 

On remarquera que (f) et a echangent Hn et H-n pour tout n € Z. 

Une application bilineaire sur H. Grace a PBW il vient : H = CW ® {V+Ti + 
HiS+). On pent done definir la projection tt iH ^ CW parallelement a V+H+HS+. 
Comme W laisse stables V+ et »S+, tt est un morphisme de W^-modules pour Taction 
par multiplication a gauche, ou a droite de W, i.e. Tr{wh) = wi:(h) et i:{hw) = 
Tr{h)w, h G H, w G W ; observons egalement que TT{a{h)) = a{n{h)). Definissons 
une application bilineaire (3 -.H x H ^ CW par : 

ya,bGn, (3{a,b) ^7r{a{a)b). 

Les assertions du lemmc suivant resultent de calculs immediats. 

Lemme 2.1. On a, pour tous a,b,h G Ti. et w,s G W : 

1. (3{a,h) ■= a{p{h,a)); 

2. R{fi) ={aGH:'^bGn, f3{a, b) = 0} = {a G H i^b G H, f3{b, a) = 0} ; 

3. l3{aw,bs) = w^^ f5{a,b)s (on dim que (3 est a-Uneaire) ; 

4. P{ah,b) = P(a,a{h)b) (on dira que /3 est a-symetrique) ; 

5. i?(/3) contient HS+ et u{HS+) = V+H. 
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II decoule de PBW que T-Lp C V+H + W«S+ lorsque p 7^ ; on en deduit 

P{Hm,T^n) = 7I'(0'(Wm)W„) = 1T{H-mHn) C ^{Hn-m) = 

pour tous m ^ n. 

Comme Ti = {P (S) CVV) © HS+ , on pent considerer (3 comme une application 
bilineaire cr-symetrique sur 'H/HS+ ® CW en posant : 

yp,qeP, \/w,seCW, /3{p^w,q^ s) = a{w)(i{p,q)s. 

On rcmarqucra que 0(Vn <S) CW^V,,, CW) = si n ^ m. Done /? est determinee 
par ses restrictions aux cspaces vcctoricls dc dimension finie Vn <8i CW. 

Equivalence de categories. Soit t : W {±1} une representation de dimen- 
sion 1. Definissons une fonction de multiplicite k'^ : C par fc'^(a) = T{ra)ka- H 
resulte des relations 1,2,3 entre les generateurs de rappelees au § 1 que Ton 

pent definir un morphisme d'algebre er ■ H{k) — > Ti.{k'^) en posant 

er{x) = X, er{Ty{k)) = Ty{k'^), er{w) = t{w)w 

pour tous X e a* , y G a, w G W. II est clair que est un isomorphismc dont 
on notera encore Ct I'inverse. Si M est un H(fc'^)-module, on pent alors definir un 
W(/;;)-module M^^ en munissant le C-espace vectoriel de Taction h.v = eT{h)v pour 
tous h S W(A;), V € M. On en deduit ainsi une equivalence de categories, M i— > M^^ , 
entre W(fc^)-mod et W(fc)-mod (on a Hom(M^- , JV^- ) = Hom(M, A^)). 

Remarque 2.2. Si F est un W-module on notera egalement V^^ le T4^-module obtenu 
en munissant le C-espace vectoriel V de Taction w.v = er(w)w- Le T4^-module 
est alors isomorphe a V (^cw Vr , ou Vr designe un IF- module irreductible de type 
r ; en particulier si est un PF-module irreductible de type X) alors V^'' est un 
M^-module irreductible de type X r. 

On note sgn le caractere w ^ det('u;) de C GL(o). La construction precedente 
s'applique a t = sgn et (pour simplifier) on posera e = eggn- Le foncteur M ^ 
etablit done une equivalence de categories entre H(— fc)-mod et H(fc)-mod. 

3. Modules de Verma sur H 

On note Tcnscmble des caractcres irreductibles de W . Tout W-module M 
etant un VF-module, il se decompose en M = ©M[x] ou M[x] est la composante 
isotypique de type x de M . Soit x S et un W^-module irreductible de type X- 
Rappelons la definition d'un module de Verma de plus bas poids x introduite dans 
[5, (25)]. On munit V-^ d'une structure de »S ig) Cl/F-module en posant <S+.V^ = 0. 

Definition 3.1. On appelle module de Verma de plus bas poids X) note M(x) = 
M(x, fc), le module induit par de S ® CW a H : 

Mix) = ind^^cwiVx) = ^ ^S^cw V^. 

II resulte de H = V (g> CW © HS+ que M{x) s'identifie k V (g> comme V- 
module. Les proprietes enoncees dans la proposition qui suit decoulent de [5, 2.5]. 
Rappelons que V possede une structure naturelle de W-module. 
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Proposition 3.2. (a) Si x = triv est le caractere trivial, M(triv) s'identifie au 
T-i-module V . 

(b) Si Vy^^V^ \ {0} et est I'annulateur de % dans <CW , on a M{x) — "H-v-)^ 

'Hi{ns+ + ni^). 

(c) Tout sous-module M de M{x) est gradue : M = ©„>oM„ oil Mn = ("PnfS) V^)n 
M. 

(d) Un sous-module M de M{x) s.st propre si et seulement si M nV^ = 0- 

(e) M{x) admet un unique sous-module maximal, et done un unique quotient simple 
que Von note L{x) = L{x,k). 

(f) Soit V un H-module engendre par v tel que CW .v ~ et S+.v = 0. II existe 
alors un morphisme surjectif de H-modules M{x) ^ V ; si V est irreductible on a 

y~L(x). □ 

Signalons le corollaire : 

CoroUaire 3.3. Soit t une representation de dimension 1 de W . II existe un iso- 
morphisme naturel de Ti.{k) -modules 

M{x,k)^M{x®T, k^y-. 

Demonstration. On applique le (b) la proposition prcccdente, dont on adopte les 
notations. Remarquons que si J est un ideal a gauche de H{k'^) et M = Ti.{k'^)/J, 
alors M^^ est isomorphe au W(fc)-module H{k)/eT{J)- Le corollaire decoule de cette 
remarque appliquee k J = 'H(k'^)S+{k'^) + 7i(fc'^)/^0r • En effet, fixons I'annulateur 
Ix®T d'un element non nul de V-^^t ; alors, I^ — ^rilx^r) est I'annulateur de ce 
meme element dans = V^^^. Done er{J) = T-L{k)S+{k)-\-'H{k)Ix, d'ou le resultat 
voulu. □ 

Proprietes de L[x). Comme il est remarque en [5, 2.6] on peut munir M[x) d'une 
forme analogue a la forme de Shapovalov. Nous donnons ci-dessous une maniere de 
construire une telle forme, ce qui nous servira au § 5. 

Definissons tout d'abord une forme bilineaire sur Ti de la fagon suivante. On fixe 
7^ € et une forme bilineaire symetrique non degeneree M^-invariante ( | ) 
sur (on peut la prendre symetrique puisque ~ comme W^- module). On 
a done, pour tous u.v e et «; G CW, {w.u \v) = {u \ a{w).v). On peut alors 
definir une forme bilineaire sur H en posant : 

{a\b)^ = {v^\(}{a,b).v^). 

Remarquons que ( | )^ est non nulle (sinon (u;^ | V^) = 0). On deduit facilement 
des proprietes de P que ( | )^ est symetrique et que son radical contient HS^ -\-TlIx- 
Comme M{x) = T^-^x — 'H/iHS'^ + HIx), la forme ( | )^ induit une forme 
bilineaire symetrique non nulle sur M(x) par la formule : 

{a.Vx,b.Vx) = {a \ h)^ = (w^ | fi{a,b).Vx) 

pour tous a,b GH. Cette forme depend des choix de ( | ) et v^, nous allons voir 
que son radical R{x) n'en depend pas. 
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Remarques 3.4. (1) En utilisant la cr-symetrie de /3, on montre celle de ( , ), qui est 
en particulier VF-invariante ; il en resulte que le radical R{x) est un sous-W-module 
de M(x), different de M{x). 

(2) Soit M{x) = ©Tew'-^(x)M la decomposition en composantes isotypiques du 
W^-module M(x). On montre facilement que {M{x)[t], M{x)[tp]) = si r ^ V- 

(3) En identifiant M(x) et V V^, on deduit facilement dc 0{Vn 8 V^.Vm <^ 
V^) = pour n ^ m que (M„(x), Mm(x)) — si n ^ m. Ou encore, du fait que 
(}{'Hn,'Hm) = si n 7^ TO, il decoule que {Hn-Vx, Ti-m-Vx) = si n ^ m. En observant 
que chaque M„(x) est un VF-module, le (2) implique alors (M„ (x) [r] , (x) [V'] ) = 
si n 7^ m ou T ^ 

Proposition 3.5. 1. Le radical R{x) est I'unique sous-module maximal de M(x). 
Par consequent M(x)/-R(x) est I'unique quotient simple L{x) de M(x). 
2. n existe un isomorphisme naturel L{x, k) ~ L(x ® t, k'^Y^ . 

Demonstration. 1. Soit M un sous-Ti-module propre de M(x). Alors M etant 
gradue et tel que M nV^ = 0, on a M = ©„>oAfn- Par la Remarque 3.4(3) et 
le fait que v^, S Mo(x) il vient {vy^,M) = 0. D'ou, par cr-symetrie, (W.%,M) = 
{v^,M) = 0. Done M est inclus dans R{x)- 

2. Par I'equivalence de categories entre 7i(A:)-mod et H(fc'^)-mod, le 7Y(A;)-module 
M(x (S) T, fc'^)^'^ admet un unique quotient simple L{x 'S> T,k'^Y'^ . Mais M{x,k) ~ 
M(x ® T, fc"^)^^, par consequent les W(/;;)-modules L(x t, fc'^)*'^ et L{x,k) sont 
isomorphes. □ 

Remarque 3.6. Lorsque x est le caractere trivial R{x) coincide avec le radical R{k) 
de la forme ( , )k definie dans [4]. Ceci resulte des Propositions 3.5 et 3.2(e), et du 
fait que V /R{k) ~ L(triv, k) (cf. [5, 2.6]). Si r est une representation de dimension 1 
de W on a un isomorphisme L{T,k) ~ L(triv, fc'^)^'^ ; en particulier, i(sgn, A;) ~ 
i(triv, -A;)^ 

4. W-MODULES IRREDUCTIBLES DE DIMENSION FINIE 

Le but de ce paragraplie est de montrer que tout ?i-module irreductible de 
dimension finie est isomorphe a un L{x) pour un x € W^. Pour ce faire on va 
utiliser une copie de sl{2, C) contenue dans I'algebre des W^-invariants. Soit 
{zi, . . . , Zi} une base orthonormee de aj^ et ej = B{zj), 1 < j < £. Posons 

^=^E^^'' H=[E,F], E(fc)=^.,Te,. 

i=l i=l i=l 

Par un calcul analogue a celui de [7, Theorem 3.3] on montre que {E,F,H) est un 
0[(2)-triplet d'elcmcnts dc ct que H = E{k) + gk avec Qk = ^ + X^aefl+ ^a^a 
(qui est un element central dc CW). 

Theoreme 4.1. Soit V un H-module irreductible de dimension finie. II existe un 
X e tel que V ~ L(x)- 

Demonstration. Decomposons le VK-module V en somme de composantes isotyp- 
iques : V = JZxeW^ix]- Remarquons que si P € on a P.V^[x] C V[x] ; en 
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particulier, chaque ^[x] est un sous-s[(2)-module de dimension finie. Soit u de poids 
minimal m € — N dans le s[(2)-module V. Ecrivons u = 3.vec u-^^ € ^[x]- 

Comme H laisse stable V[x] pour tout x, chaque non nul est aussi un vecteur 
de poids minimal m dans V. On peut done supposer que u G V[x] pour un x G VV^. 
De plus, pour tout i G {1, ..,£} on a [H,Te,] = -T^,, done HTe,.u = (m - l)Te,.w. 
Par minimalite de m il vient T^^.u = 0, done S+.u = 0. 

Posons .u = ®jVj, Vj ~ V^. Soit a = "^^awW G CVF tel que v = a.u € 
Vj \ {0}. Puisque TyW = wT^-i(y) pour tout y G a, il vient 

'^y'" = a,wwT^-i(y).u = 0. 

Par consequent V = Ti.v avec CW.v ~ et <S+ .u = ; le (f) de la Proposition 3.2 
donne V ~ L{x)- □ 
Rappelons que le module M (x) = V (E)V^ est gradue par les M„(x) =Vn'S)V^ = 
Hn-Vx, n > 0. En posant Rn{x.) = R{x) ^ -^ra(x) on en deduit la graduation 
-^^(x) = ©n>o-Rn(x) du radical de la forme ( , ) introduite au § 3. Le quotient 
L{x) = M{x)/R{x) est ainsi naturellement gradue : 

L{X) = ®n>oLn{x) avec L„(x) = M„(x)/ii„(x)- 
Done L{x) est de dimension finie si, et seulement si, il existe no S N tel que 
Ln{x) = pour n > no. Ccttc condition equivaut a M„(x) = Rn{x)i ou encore a : 
( , ) est identiquement nulle sur M„(x). 

5. Etude des L(x) de dimension finie 

Nous allons donner une condition necessaire et suffisante, portant sur k et x, 
cf. Remarque 5.5, pour que i(x) soit de dimension finie et etudier plus precisement 
la structure d'un tel L{x)- On conserve les notations des sections 3 et 4. 

Proposition 5.1. Soit x € W^. Si Ln{x) = 0, alors Ln+i{x) = 0. 

Demonstration. II s'agit de montrer que si Rn{x) ~ -^n(x)) alors Rn+i{x) — 
M„+i(x). Soiont a,b <E Vn+i et f,g G CW, on doit montrer que (a {f-Vx),biSi 
{g-Vx)) — 0. II suffit de le faire lorsque b est un monfime de la forme xiX2---Xn+i, 
Xj G a* ; on ecrit a = J2xea' avec ax GVn- 

Solent y G a et w G W. De [T^jw] = 'w{Tyj-i(^y^ — Ty) = iuT^-i(^y-^_y on tire 
que [Ty, w] G En ecrivant [Ty, b] — J2j 2^1 •• • [Ty, Xj] • ■ ■ Xn+i et en utilisant la 

relation 1 du § 1, on montre que [Ty, b] G VnCW. Alors, Tybw — bwTy + [Ty, bw] = 
bwTy + [Ty, b]w + b[Ty, w] et S+.v^ = impliquent Tybw.v^ = [Ty, bjw.v^ G M„(x) = 

Calculous maintcnant (a(g) {f.v-x),b® {g.Vx)). En utilisant la cr-symetrie de ( , ) 
et la definition de a il vient 

(a ® if.vx), b O {g.Vx)) = J2xea' ^ {f-Vx)^<^{x)b ® (g.Vx)) 
= J2xea' if-Vx),TB(x)b ® (g-Vx))- 

II resulte du paragraphe precedent que pour tout a; G a : 

{ax {f.Vx),TB(x)b(E>{g.Vx)) G (M„(x), M„(x)) = (par hypothese). 
Bonc{a^{f.Vx),b^{g.Vx))=0. □ 
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On en deduit : 

CoroUaire 5.2. Le module i(x) e.st de dimension finie si, et seulement si, il existe 
n€N tel que Ln{x) = 0. □ 

Pour obtenir un critere plus precis assurant la finitude de dimL{x) nous aliens 
utiliser le s[(2)-triplet (E, F, H) defini a la section precedente. On fera appel au 
resultat suivant [7, Proposition 3.4] : 

Lemme 5.3. Pour tout p G Vn, on a 

a{p) = (-l)"ad(F)"(p) = Y.U{-iyc^F^pF^-^ 
oil les Cj sont des entiers ne dependant que de n. □ 

Theoreme 5.4. Soit ^ G V^. Le module L{x) est de dimension finie si, et 

seulement si. il existe m > tel que E"^.v^ <E R2mix)- 

Demonstration. II est clair que la condition est necessaire, montrons qu'elle est 
sufRsante. Soit n G N. Tout element de Hn-v^ s'ecrit ps.v^ avec p G "P^ et s G CW. 
Soit r e Hn et calculons {ps.v^,r.v^) = {p-v^, a{s)r.v-,(^). Posons t = a{s)r G Hn- On 
a (p.Vy^.t.v^) = (v^ I l3{p,t).v^) et d'apres le lemme precedent P{p,t) — '!T{a{p)t) = 
E]=oi-^ycMF'pF"''t). Or F^-H e H_2(„-,)+„ = H_(„_2,) C nS+ pour 
n~2j > 0. Done T:{F^pF"^H) G 7r(H5+) = pour n > 2j. Compte tenu de 
(t{E) = —F on obtient 

PiP,t) = CiA^{Ei)pF-H) = cjP{E^,pF-H). 

(Ou [ ] designe la partie entiere.) Par consequent : 

(5.1) {ps.v^,r.v^) = E;=[5] Cj{Ei.v^,pF^-^a{s)r.v^). 

Supposons E'^.Vy. G i?2m(x)- Pour j > m on a done 

{Ei.v^,M2^+2{x)) = {E^.v^,<j{E'-nM2j+2{x)) = 0- 
L'equation (5.1) fournit alors (ps.%, r.U;^) = pour tout n > 2m, c'est a dire 
-^n(x) = ■Rn(x) pour n > 2m, ce qui montre que L{x) est de dimension finie. □ 

Remarque 5.5. Puisque E G Ti,^ , on a E'^.v^ G M{x)[x]- La Remarque 3.4(3) per- 
met de prcciser encore la condition obtcnue dans le Theoreme 5.4 : le module L{x) 
est de dimension finie si, et seulement si, il existe m > tel que {E'^.v^, M2m{x)[x]) =| 
0. Observons de plus que dimM2TO(x)[x] < oo et que si P G M2to(x)[x]i (-£'"*•%) P) 
est un polynome en les ka, a G i?+ (c'est en fait un polynSme en les ki defi- 
nis ci-dcssous). Done, si {Pi,...,Ps} est une base de M2m{x)[x]t la condition 
E"'^ .v^ G R2m{x) equivaut a I'annulation des s polynomcs {E'^.v^,Pj), 1 < j < s. 

Le cas x = triv. On a rappele, cf. Remarque 3.6, que M(triv, fc) = P et i?(triv) = 
R{k). Grace a la Remarque 5.5, la condition du Theoreme 5.4 se traduit par 
{E"^,'PZi)k = 0, soit F'^iVZi) = pour un m G N. Rappelons que = 
C[Qi; . . . , Qe] ou les Qj sont des polynomes homogenes de degres di < d2 < ■ ■ ■ < di 
(appeles degres primitifs de W). La nullite de F"^{V^) est alors equivalente a 
F'^iQl^ • • • <3"') = pour tout (ai, . . . , a^) G tel que Y.j ^jdj = 2m. 
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Structure des L{x) de dimension finie. Nous aliens maintenant donner quel- 
ques resultats sur la forme du module L{x) quand il est de dimension finie. La 
structure de sl(2)-module de L{x) lui donne une certaine symetrie, du meme type 
que celle observee en rang 1, cf. [3, Theorem 9.2]. Soient Ri,. . . ,Rs les M^-orbites 
dans R ; on pent alors ecrire R'^ comme reunion disjointe |Ji=i ■ pose 
pour a G Rf . Lorsque R est irrcductible on a s = 2 et Ton prend pour R'^ , resp. R2 , 
I'ensemble des racines courtes, resp. longues (eventuellement vide), dans R^. 

L'element J2aeR+ ^^ra etant central dans CW, il opere par multiplication par 
un scalaire sur tout M^-module irreductible V. Si V est de type r, ce scalaire est 

ou T(ri) designe la valeur commune des T{ra) pour a dans R^' . 

Proposition 5.6. 1. Posons b^{k) = ^-\-a^{k). L'element H opere sur Mp{x) par 
le scalaire p + b^{k). 

2. Si L{x) est de dimension finie il existe un m €iN tel que : 

(i) a^{k) = -(m + |) < ; 

(ii) L{x) = (Bi=QLi{x) et I'application x E"\x est un isomorphisme de W- 
modules de Lq{x) — sur L2m{x) si x ^ \ {0} on a 

m = min{p G N : E^^'^ .x e i?2p+2(x)}- 

Demonstration. 1. On rappelle, cf. § 4, que H = E{k)+gk avec gk = J2nen+ knTn + 
|. Alors, par [5, Proposition 2.26], E{k) opere sur Mp(x)[r] par multiplication par 
le scalaire p + dxik) — CLrik). Done H opere sur ®r€W''-^pix)b'] = -^p(x) P^-r 
multiplication par p + ^ + ax{k) = p + 6^(fc). 

2. En passant au quotient modulo Rp{x), on obtient que pour tons p > et 
X € Lp{x), H.x = (p + bx{k))x. Les elements de poids minimal pour H sont done 
dans io(x) = ^x- De plus, comme [H,E] = 2E et [H,F] = -2F, on a H.{E.x) = 
{p + 2 + hx{k))E.x et H.{F.x) = {p - 2 + b^{k))F.x. 

Supposons maintenant L{x) de dimension finie. On a done L{x) = ®i=o-^i(x)) 
avec Lj{x) 7^ 0, 1 < j < p, cf. Proposition 5.1. Alors si ^ x e Lo{x), x est vecteur 
propre de plus bas poids POur Taction de sl(2) et U{5l{2)).x est un sl(2)- 

module irreductible de dimension finie. II existe done m e N tel que ^^(fc) = — m. 
D'ou (i). 

(ii) De U{sl{2)).x = ®'^qCE\x avec 7^ E"^.x e Z/2m(x) vecteur de plus haut 
poids (egal a m) on tire 2m < p. Soit z e Lp{x)- Comme E.z = et H.z = {p—m)z, 
le sl(2)-module U{sl{2)).z est simple de plus haut poids p — m. II en decoule que 
^ FP-™.2 e L_2(p-m)+m(x), done -2{p-m) + p = 2m - p > et p = 2m. 

Comme E'^ G , TappHcation (non nulle) x E'^.x de Lo{x) — vers 
L2m{x) est injeetive. II reste a montrer que son image est L2m{x)- Soit y E i2m(x) ; 
c'est un vecteur de plus haut poids pours[(2). Par consequent E"^.[F"^.y) = y,k une 
constante pres, avec F'^.y e io(x)- La derniere assertion decoule immediatement 
de la precedente. □ 
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Remarques 5.7. (1) Supposons L{x^ k) de dimension finie et soit m comme dans la 
Proposition 5.6. En raisonnant comme dans la preuve du 2(ii) de la cette propo- 
sition, on pent montrer que I'application v ^ E"~^v est un isomorphisme de W- 
modules de ii(x) = Mi(x)/i?i(x) sur L2„-i(x). 

(2) Si x(ri) = pour tout i, il resulte de la Proposition 5.6(i) que L{x, k) est de 
dimension infinie. Cette condition est par exemple verifiee lorsque X = X ® sgn. 

6. EXEMPLES 

On suppose, dans toute cette section, que R irreductible. On a alors = 
C[Qi, . . . , Qi] avec di = 2 < ds < ■ ■ ■ < de et Ton pent prendre Qi = E. 

On rappelle que la multiplicite k est dite singuUere si R(k) ^ 0. D'apres [4], pour 
k constante, cela equivaut kk — j- —p avec 1 < i < £, 1 < j < di — 1 et p £ W . On 
dira que k est tres singuUere si L(triv, fc) est de dimension finie. (Rappelons que c'est 
equivalent a l'existence d'un entier p tel que -F^('P2p) = 0-) Une multiplicite tres 
singulioro est ovidomment singuliere et Ton a vu que, si t est une representation de 
dimension 1, cela equivaut a dimL(r, fc'^) < oo (cf. Remarque 3.6). Le but de cette 
section est de donner des exemples de multiplicites tres singulieres pour certains 
systemes de racines. 

On pose h = btiiv{k) = H{1), done 

n = -F{E) = ki\R+\ + k2\Rt\ + ^ = l\R+\{ki + k2) + ^. 
Observons que H = k\R'^ \ + | lorsque toutes les racines ont la m6me longueur. 
Lemme 6.1. Pour tout p e N, FP+'^{EP+^) = {-IY'+Hp + '^V-ULoi^ + 

Demonstration. En utilisant le fait que H{P) = {h + d)P pour P & et la 
relation 

(6.1) [F,E''\ = -HE"-'^ +E[F,E''-'^] 

on montre par recurrence que F(E") = —s{h + s — 1)E'^~^, d'ou le lemme. □ 

On posera, si ces entiers existent, 

n = mm{p e N : FP+\EP+^) = 0}, m = mm{s e N : F"+\V^,+2) = 0}- 

Done l'existence de m equivaut a dimL(triv. fc) < oo et I'on a alors L(triv, fc) = 
©^™o-^i(triv, k), cf. § 5. (On pourra remarquer que si Li(triv, fc) ^ 0, il est egal au 
VF-module a*.) L'existence de n signifie que h = —n, i.e. k = lorsque fc est 

constante. 

Cas ou m = n. Lorsque m = n, cela determine les multiplicites tres singulieres. 
Ceci se produit lorsque h = —n et V2n+2 = CS"+^. Donnons des exemples : 

- Comme = CE on a : 

h=0 <S=^ i(triv, fc) = C <^ R{k) = V+. 
Si fc = fci = fc2, on obtient alors k = —tLt. 
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- Si aucun degre primitif n'est egal a 4 (c'est par exemple le cas pour les types 
A2, F4, Ee, E7, Eg et G2) on a P]^ = CE'^. Done 

h = -l <^ L(triv, k) = ®i^QLi{tny, k). 

- De mgme, quand dj 7^ 6 pour tout j (e.g. pour le type Eg) on obtient : 

L(triv, k) = ®t=QLi{tTiv, k). 

- Supposons R de type Ai et notons V = C[z]. On a p2n+2 = CE"+'^ = Cz'^"+^, 
done il decoule des resiiltats dc la section 5 que : 

n=-n L(triv,fc) C[z]/(z2"+i). 

On retrouve ainsi ce qui a ete obtenu dans [3] : les multiplicites singulieres 
et tres singulieres coincident et correspondent aux multiplicites k = — n, 
n e N. 

Type A2. On a = C[E, Q2] ou Q2 est un polynome homogene W-invariant de 
degre trois. Rappelons que I'ensemble des valeurs singulieres de k est forme des k 
non entiers de la forme — p/3 ou —p/2, p £ N. 

On a F{Q2) G "Pf = et un calcul direct montre que F{Ql) = \E^ pour 
un A G C* independant de k. En remplagant Q2 par V\Q2 on pent done ecrire 
pw ^ Q] avec F{Q) = 0, F(Q2) = £;2 On pose 

Pn,r = PnAk) = (i?"-^- q2.) _ 

Les Pn,r sont des polynomes en k, ou h, et Ton a F^{P^) = Y^\=o CPn,i- Ainsi la 
multiplicite k est tres singuliere si, et seulement si, il existe un entier positif ou nul 
m tel que Pm+i,r = pour tout r = 0, . . . , [^^3^]. 

On pent montrer le resultat qui suit en utilisant [F, Q]{Qp) = F{Qp+^)-QF{Qp) 
et la formule (6.1). 

Assertion 6.2. Les polynomes (en h) Pn,r verifient la formule de recurrence suiv- 
ante : 

Vn, r e N, Pn+i,r = r(2r - l)P„,r-i - (n + 1 - 3r){h + n + 3r)P„,^. 

En outre, Pn,r =0 si n <3r. □ 

Pour tons n € N et < r < [^] on definit alors un polynSme (en h) de degre 
n — r par : 

fnAfi) = n;=o + j) I ni=o + 3^ + 2). 

Remarquons que fn,r{fi) s'annule pour H — — j avec j G {0, 1, 3, . . . , n — 1} et j ^ 2 
(mod 3). Done, si n ^ 2 (mod 3) le polynSme / ,n+i]{h) = f possede 

ra+l, [ 3 J "+J-, [3J 

— n pour racine. Observons egalement que /„+i,r+i(^) divise fn+i,r{h). 

Grace a la formule de recurrence obtenue dans I'Assertion 6.2 on pent alors 
demontrer : 
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Assertion 6.3. 1. Soit n,r e N. Alors, si a„^r = Ui^iC^i - 1); « 

Pn,r ~ ^n,rfn,r{^^' 

2. La multipUcite k est tres singuUere si et seulement si h= —m S — N avec m ^ 2 
(mod 3). □ 

Compte tenu de rassertion precedente, des remarques 5.7(2) et 3.6 nous pouvons 
enoncer : 

Theoreme 6.4. Soit R un systeme de racines de type A2, k = ka, a E R. Alors 
Ti.{k) posse.de des representations de dimension finie si, et seulement si, il existe un 
m € N non congru a 2 modulo 3 tel que 3k + 1 = ±m. De plus, 3fc + 1 = — m <S=> 
dinii(triv, fc) < 00, et3k + l = m <S=> diniL(sgn, fc) < 00. □ 

Type B2. Rappelons que ki, resp. k2, designe la valeur de k sur les racines courtes, 
resp. longues; on a done H = 2{ki + fe) + 1. Ecrivons V = C[.ti,.T2] de sorte que 
i?+ = {xi,X2,Xi ±3:2} et W soit engendre par r = rxi-x2, Si = rxi, i = 1,2. On a 
alors = C[E, Q] oil Q = x\x\ G Vf. 

Soit n e N. Une base de est r = 0, . . . , [^]}. On definit 

des polynSmes en ki,h (i.e. ki,k2) par 

La condition -F"^^('P2n+2) = est done equivalente a Pn+i,r = pour r = 

0. . . . . [^^]- On obtient aisement le resultat suivant : 

Assertion 6.5. Les polynomes Pn,r verifient la formule de recurrence : 

Vn, r e N, Pn+i,r = -2r(2fci + 2r - l)P„,r-i - {n + 1 - 2r){h + n + 2r)P„,^. 
(Avec la convention Pn.-i = 0-) □ 
Pour tous n e N et < r < [2-], on pose : 

9nAki,h) = ni=i(2fci +2i-i) n;jo +i)/ n[=i(^+ 2i - 1). 

Une recurrence et I'assertion 6.5 donnent : 

Assertion 6.6. Soient n, r e N. Alors, Pn,r = {—^)""n\gn,r{ki,h). □ 

Rappelons que W^= {triv, sgn, std, Xi, X2}, ou std est la representation standard 
W ^ GL(a), xi, X2 sont de dimension 1 donnees par Xi(^) = 1) Xi(si) = Xi(*2) = 
— 1, X2 = Xi <8) sgn. En utilisant la formule precedente, les remarques 5.7(2) et 3.6, 
on obtient le theoreme qui suit. II fournit les conditions necessaires et sufRsantes 
pour que W(A;) possede des representations de dimension finie. 

Theoreme 6.7. Soit R un systeme de racines de type B2. 

1. La condition dimL(triv, fc) < 00 equivaut d I'une des deux conditions suivantes : 

(a) h = — n pour n G N pair ; 

(b) h — —n et ki — — ^-'"^ avec j € {1, . . . , ^^-j^} pour n G N impair. 

2. Le module i(std, fc) est de dimension infinie. 

3. Si T G {sgn, xi,X2} on a : dimL{T,k) < 00 <S=> dim L (triv, fc"^) < 00. □ 
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Type G2. Soit 61,62 une base orthonormee de Or, de base duale Xi,X2. On pose : 

z = xi+ ix2, z = xi — ix2 et T = \{Te^ — iTf,^), T = ^(T'ei + iTe^). Ainsi 2E = zz 
et F = —2TT. Soit Q = z^ + z^. Comme W est le groupe diedral d'ordre 12, 
on a ?i = 1 + 3{ki + k2), = C[E,Q'] et (cf. [4]) la multiplicite k = (fci,^) 
est singuliere si, et seulement si, il existe n € N tel que Ton soit dans I'un des cas 
suivants : 

(i) fci = - i - n, A:2 € C ; 

(ii) k2 — - ^ - n, ki e C ; 

(iii) 3(fci + fc2) = -j - 3n ou j G {1, 2. 4, 5}. 

Posons K = ^2 — A:i ; il existe alors une constante A (non-nulle et independante 
de ki,k2) telle que F{XQ ) = kE^. On pose Q = XQ et, pour tous n e N et 
re{0,. ..,[§]}: 

Pn,r = F"(Q'-£"--^'-). 

Ces polynomes en fci, ^2 (ou k, H) engendrent -F"('P2n)- montre par recurrence 
le resultat suivant. 

Assertion 6.8. Pour tous {n,r) € N^, on a : 

r(r — 1) 

Pn+l,r = -{n + 1 - 3r)(fi, + n + 3r)P„_j. + rnPn^r-l ^ Pn,r-2- 

(Avec la convention que Pn,r = pour r < ou n < 3r.) □ 

On obtiont une suite de polynSmes (en K,h), {$p(?i, K)}pgN, en posant $0 = 1, 
$1 = K et pour tout p > 1 : 

n-1 

^p{h, k) = K<^>p-i{h, k) + — ^(fi + 3p - 4)i>p_2(fi, k). 
Definissons aussi, pour n € N et r € {0, •••,[§]}, les polynfimes : 

n— 1 r— 1 

anA^) = II(^ + *)/n(^ + 2 + 3i)- 

On verifie alors que pour n e N et r € {0, . . . , [^]} on a : 

«' 

PnAf^^l^) = (-l)"+''^$r(?l,K)a„,.(/l). 

Ainsi I'existence d'un entier n € N minimal tel que F^CP^) = est equivalente a 
la realisation de I'une des deux conditions suivantes : 

(a) si n ^ (mod 3), alors h = —{n — 1) ; 

(b) si n = 3r, alors (pri^) ~ <&r(K, — (3r — 1)) = 0. 

Quelques calculs fournissent la conjecture suivante (verifiee jusqu'a 2g + 1 = 31) : 

(6.2) (/,2q(K) = n(«'-(2i-l)'). <^2g+l('^)=Kn('^'-(2i)')- 

i=i i=i 
Supposons que (6.2) soit verifiee. La multiplicite k est alors tres singuliere si, et 
seulement si, il existe n € N tel que : 

(a) soit n ^ (mod 3) et /i = — (n — 1) ; 
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(b) soit n = (mod 3) et si ^ est pair (resp. impair), alors |«;| est un entier impair 
(resp. pair) inferieur a ^. 

Soit ai, resp. a2, une racine courte, resp. longuc. On a W^= {triv, sgn, r, sgn §5 
T, stdjStd (8) t}, ou T est la representation irreductible de dimension 1 donnee par 
T(rai) = 1 et T{ra2) = ~1- En utilisant la caracterisation precedents, les remar- 
ques 5.7(2) et 3.6, on obtient le theoreme suivant. II determine les multiplicites pour 
lesquelles Ti.{k) admet des representations de dimension finie. 

Theoreme 6.9. Soit R un systeme de racines de type G2. 

1. On suppose (6.2) verifiee. Alors la multiplicite k = {ki,k2) est tres singuliere, 

1. e. dimL(triv, fc) < 00, si et seulement si il existe n € N* tel que 

(a) ki + k2 = — '^ si n ^ (mod 3) ; 

(b) (fci,fc2) ou{k2,ki) eside/a/orme(-i(f+2j-l),-i(|^2j + l)), l<i< f, 
si n = (mod 6) ; 

(c) (fci, fca) ou (fc2, fci) est de la forme (-i(f + 2i), -i(f - 2j)), 0<j<li^, 
si n = 3 (mod 6). 

2. Si X ^ {sgn, r, sgn (g) r}, alors dimL(x, fc) < 00 si et seulement si la multiplicite 
k^ est tres singuliere. 

3. Six& {std, T0std}, alors dim L{x,k) = 00. □ 
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